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ΑΑΑΣΣΣΚΚΚΗΗΗΣΣΣΕΕΕΙΙΙΣΣΣ   ΗΗΗΛΛΛΕΕΕΚΚΚΤΤΤΡΡΡΟΟΟΜΜΜΑΑΑΓΓΓΝΝΝΗΗΗΤΤΤΙΙΙΣΣΣΜΜΜΟΟΟΥΥΥ

1. Ηλεκτρικό δυναµικό φ1(x,y,z,t) και µαγνητικό δυναµικό Α1(x,y,z,t) αντιστοιχούν σε πεδίο

Ε,Β. Θα ήταν δυνατόν δύο άλλα δυναµικά φ2(x,y,z,t) =φ1(x,y,z,t)+φ(t) (η συνάρτηση φ εξαρτάται

µόνο από το χρόνο) και Α2=Α1+Α(x,y,z,t) να αντιστοιχούν στις ίδιες τιµές πεδίων;

Σύµφωνα µε τους µετασχηµατισµούς βαθµίδας (σελ. 196-7 του βιβλίου) είναι δυνατόν τα δυναµικά

ϕ2  και A2 να αντιστοιχούν στις ίδιες τιµές των πεδίων αρκεί A = ∇ψ  και ϕ
∂ψ
∂

= −
t

, όπου ψ µια

αριθµητική συνάρτηση η οποία σύµφωνα µε τη πρώτη σχέση και τα δεδοµένα της άσκησης οφείλει να

εξαρτάται τόσο από τη θέση όσο και από τον χρόνο (το πρόσθετο διανυσµατικό δυναµικό

A A= ( , , , )x y z t ). Τούτο όµως σηµαίνει ότι και η πρώτη χρονική παράγωγος της ψ  εξαρτάται από τις

συντεταγµένες θέσεις και το ίδιο πρέπει να συµβαίνει, σύµφωνα µε τη δεύτερη σχέση, και µε το

πρόσθετο αριθµητικό δυναµικό ϕ . H απαίτηση όµως αυτή αντιτίθεται στα δεδοµένα της άσκησης και

συνεπώς η απάντηση είναι αρνητική.

2. Ένα επίπεδο ηλεκτροµαγνητικό κύµα µε συχνότητα 150 MHz διαδίδεται µέσα σε ένα µη

αγώγιµο διηλεκτρικό υλικό, του οποίου η σχετική ηλεκτρική επιτρεπτότητα είναι εr=4 και η

σχετική µαγνητική διαπερατότητα είναι µr=1. Αν το κύµα είναι γραµµικά πολωµένο και µεταφέρει

κατά τη διεύθυνση του άξονα x µέση ισχύ 1/120π W/m2, να περιγράψετε τις αναλυτικές

µαθηµατικές εκφράσεις της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου και της µαγνητικής επαγωγής.

Το κύµα διαδίδεται κατά τη διεύθυνση του άξονα x. Eφόσον το κύµα είναι γραµµικά πολωµένο

µπορούµε να υποθέσουµε ότι η διεύθυνση της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου είναι παράλληλη της

διεύθυνσης του άξονα y (ή οποιαδήποτε άλλη, αρκεί η διεύθυνσή της να είναι κάθετη προς τον άξονα

x). Άρα E = −E e yo
j t x

o
( ) √ω β  και B = −B e zo

j t x
o

( )√ω β όπου η γωνιακή συχνότητα ω π π= =2 3 108f rad s, η

ταχύτητα φάσης υ µε µ ε= = =1 2c cr r , η σταθερά διάδοσης β ω υ ω π= = =2 2c rad m, το

πλάτος της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου
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3. ∆υο ίσα και ετερώνυµα σηµειακά φορτία 1µC  διατηρούνται ακίνητα σε απόσταση 1m

µεταξύ τους µέσα σε οµογενές µαγνητικό πεδίο του οποίου η µαγνητική επαγωγή µεταβάλλεται µε

ρυθµό 10-4Τ/s. Ηλεκτρικό πεδίο δηµιουργείται  εξ αιτίας τόσο της ύπαρξης των φορτίων όσο και

της µεταβολής του µαγνητικού πεδίου. Πόση είναι η στροφή της έντασης αυτού του ηλεκτρικού

πεδίου.

Το ηλεκτρικό πεδίο που δηµιουργείται εξ αιτίας των φορτίων είναι αστρόβιλο (ηλεκτροστατικό

πεδίο). Συνεπώς ∇ × = − = − −E
Bd

dt
T s10 4 .

4. Κυκλικό πλαίσιο ωµικής αντίστασης R βρίσκεται σε οµογενές µαγνητικό πεδίο µαγνητικής

επαγωγής Β1=Βmz. Tην χρονική στιγµή t=0 η ακτίνα του πλαισίου αρχίζει να µεγαλώνει µε

ταχύτητα υ (υποθέτουµε ότι η αρχική τιµή της ακτίνας είναι µηδέν και ότι, παρόλο που το µήκος το

σύρµατος µεγαλώνει, η συνολική ωµική του αντίσταση παραµένει σταθερή) και συγχρόνως

εφαρµόζεται ένα δεύτερο µαγνητικό πεδίο µαγνητικής επαγωγής Β2= -Βm(t/κ)z (to κ είναι σταθερά

, µε διαστάσεις χρόνου). Να υπολογιστεί το ρεύµα που διαρρέει το πλαίσιο και να διερευνηθεί το

µέτρο και η  φορά του σαν συνάρτηση του χρόνου.

Η συνολική µαγνητική επαγωγή είναι B B Bt mB
t

z= + = −1 2 1( )√
κ

. Εάν ορίσουµε (αυθαίρετα) τη φορά

διαγραφής της περιµέτρου  του πλαισίου  τέτοια ώστε το διάνυσµα της επιφάνείας του να έχει τη

διεύθυνση του άξονα z τότε η µαγνητική ροή που διέρχεται από το πλαίσιο θα είναι

Φ( )t t B
t

t m= ⋅ = ( ) −





B S π υ
κ

2 1 . Η ηλεκτρεγερτική δύναµη που αναπτύσσεται στο πλαίσιο είναι

ε
∂
∂

πυ
κ

= − = −
Φ
t

B t tm
2 23

2( )  και η ένταση του ρεύµατος που το διαρρέει I
R

=
ε

. Άρα για

0 2 3< <t κ  το ρεύµα προκύπτει αρνητικό που σηµαίνει ότι έχει αντίθετη φορά από αυτήν της

διαγραφής του πλαισίου. Για t = 0  και t = 2 3κ  I = 0 . Για t > 2 3κ  το ρεύµα προκύπτει θετικό που

σηµαίνει ότι έχει τη ίδια φορά µε αυτήν της διαγραφής του πλαισίου.

5. ∆υο ηλεκτρικά δίπολα έχουν παράλληλες διπολικές ροπές (διευθυνόµενες προς τον άξονα z)

και αρµονικά µεταβαλλόµενες µε τον χρόνο (pn=p0exp(jωnt),  όπου n=1,2 ). Οι συχνότητες

βρίσκονται στην περιοχή του ορατού και είναι f1=4.31014Hz (ερυθρό), f2=7.51014Hz (ιώδες). Ποιό
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είναι το χρώµα του φωτός που θα  αντιληφθεί παρατηρητής ευρισκόµενος α) στον άξονα z και β)

σε διεύθυνση  κάθετη προς τον άξονα z.

Στη σελίδα 226 του βιβλίου δίνεται η ισχύς (διάνυσµα Poynting ) που ακτινοβολείται από χρονικά

µεταβλητό δίπολο S
p

=
«« sin

√
2 2

2 3 216

θ
π εo

oc r
r  , όπου ««p

p
pn

n
n o

i t

t
e n= = −

∂
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ω ω
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2
2  και θ η γωνία των διανυσµάτων

√zo και √ro . Aπό τις σχέσεις αυτές προκύπτει ότι:

α) Εάν ο παρατηρητής  βρίσκεται στον άξονα z (θ=0°) δεν αντιλαµβάνεται τίποτα, ενώ εάν

βρίσκεται σε διεύθυνση κάθετη προς τον άξονα z (θ=90°) δέχεται τη µέγιστη δυνατή ισχύ που

εκπέµπουν τα δίπολα .

β) Το διάνυσµα Poynting είναι ανάλογο του ω 4 . Συνεπώς 
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σηµαίνει ότι ο παρατηρητής αντιλαµβάνεται το ιώδες.

6. Η επιφανειακή πυκνότητα φορτίου σε µία χάλκινη σφαίρα µε διάµετρο 10 cm είναι ίση µε

100/π nC/m2.

α) Πόσο είναι το συνολικό φορτίο που αντιλαµβάνεται ένας παρατηρητής που κινείται ισοταχώς

µε σχετική, ως προς τη σφαίρα, ταχύτητα 25 m/s;

β) Ποια είναι η ένταση και η διεύθυνση του µαγνητικού πεδίου που αντιλαµβάνεται ο

παρατηρητής όταν βρίσκεται σε απόσταση 5 m κάτω από τη σφαίρα. (Θεωρείστε ότι ο

παρατηρητής κινείται στον άξονα x µε την προαναφερόµενη ταχύτητα και ότι το κέντρο της

σφαίρας βρίσκεται στη θέση 5yo [m])

α) Το συνολικό φορτίο παραµένει το ίδιο σε όλα τα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς (διατήρηση

συνολικού φορτίου, σελ. 332) και είναι ίσο µε 4πr2σ = 1 nC.

β) Στο σύστηµα αναφοράς της σφαίρας υπάρχει µόνο το ακτινικό ηλεκτροστατικό πεδίο της

φορτισµένης σφαίρας (Bx = 0, By = 0 και Βz = 0). H απόσταση σφαίρας-παρατηρητή είναι α=5m στον

άξονα y και παραµένει η ίδια τόσο στο σύστηµα αναφοράς της σφαίρας όσο και στου παρατηρητή.

Στην απόσταση αυτή το ηλεκτροστατικό πεδίο είναι Εx = 0, Ey = -q/4πεοα
2 και Ez = 0 Mε βάση του

µετασχηµατισµούς που περιγράφονται στην σελ. 321 το µαγνητικό πεδίο στο σύστηµα αναφοράς του

παρατηρητή είναι Β'x = 0, B'y = 0 και B'z = γυq/4πc2εοα
2. Επειδή γ=1 (υ/c = 25/3·108 ≈ 0), 1/εοc

2 = µο

και Η=Β/µο προκύπτει ότι Η = υq/4πα2 zo = 1/4π zo [nA/m].
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7. Τετράγωνο συρµάτινο πλαίσιο, πλευράς d, κινείται µε σταθερή ταχύτητα v = voyo σε µη

οµογενές µαγνητικό πεδίο επαγωγής Β = Βo sin(πy/d) zo. Το επίπεδο του πλαισίου συµπίπτει µε το

επίπεδο xy. Να υπολογιστεί η ΗΕ∆ που αναπτύσσεται στο πλαίσιο.

Έστω ότι το τετράγωνο πλαίσιο ΑΒΓ∆ έχει τις πλευρές ΑΒ και Γ∆ στον άξονα x και τις πλευρές ΒΓ

και ∆Α στον άξονα y. Εάν η κίνηση της πλευράς ΑΒ περιγράφεται µε την εξίσωση yΑΒ=uot τότε η

κίνηση της πλευράς Γ∆ θα περιγράφεται από την εξίσωση yΓ∆=d+uot. Η ηλεκτρεγερτική δύναµη που

αναπτύσσεται στο πλαίσιο είναι ε
π π

= × ⋅ = −
+

∫∫ ∫( ) sin( ) sin(
( )

)
r r r
u B dl u B

u t

d
dx u B

u t d

d
dxo o

o
d

o o
o

d

0 0

 [V]

Το αποτέλεσµα αυτό προκύπτει αν λάβουµε υπόψη ότι η διεύθυνση του εξωτερικού γινοµένου 
r r
u B×

είναι κατά τη διεύθυνση και φορά του άξονα x. Έτσι στο κλειστό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα αφενός

δεν λαµβάνονται υπόψη οι πλευρές ΒΓ και ∆Α, αφετέρου η φορά διαγραφής του πλαισίου καθορίζει

το θετικό πρόσηµο στη πλευρά ΑΒ και το αρνητικό στη πλευρά Γ∆. Το αποτέλεσµα της ολοκλήρωσης

είναι )sin(2)sin()sin(
d

tu
dBu

d

tu
dBu

d

tu
dBu o

oo
o

oo
o

oo

π
π

ππ
ε =+−=  [V]

8. Φορτισµένο σωµατίδιο µάζας 17·10-28 Kg και φορτίου 1.6·10-19 C είναι ακίνητο ως προς

σύστηµα συντεταγµένων (x,y,z), σε χώρο (εo, µo), στη θέση (0,0,0). Από τη χρονική στιγµή t=0 και

µετά δέχεται την επίδραση επίπεδου ηλεκτροµαγνητικού κύµατος E = Eocos(ωt-βx) zo όπου Εo=

1V/m και f = 1GHz

α) Θεωρώντας αµελητέα τη µαγνητική δύναµη (δύναµη Laplace) που ασκείται στο σωµατίδιο

να υπολογιστεί η ηλεκτροµαγνητική ισχύς που ακτινοβολείται από το φορτίο.

β) Να αιτιολογηθεί η προσέγγιση που έγινε αποδεκτή στο προηγούµενο σκέλος της άσκησης.

α) Εφόσον η µόνη δύναµη που ασκείται στο φορτίο είναι η δύναµις Coulomb EqF
rr

=  τότε η

επιτάχυνση του φορτίου θα είναι o
o zt

m

qE rr
)cos(ωγ =  [m/s2] και η ισχύς που ακτινοβολείται από το

φορτίο (σελ. 227) p
q E

c m
t to

o

= ≈ ⋅ ⋅−2
12

5 10 2 10
4 2

3 2
2 38 2 9

πε
ω πcos ( ) cos ( )  [W]

β) Η δύναµη Laplace είναι ίση µε qu B
r r
× . ∆εδοµένου ότι το φορτίο είναι αρχικά ακίνητο η

δύναµη αυτή αρχικά είναι ίση µε µηδέν. Προκύπτει διάφορη του µηδενός εφόσον τον φορτίο αρχίζει

να κινείται στον άξονα z υπό την επίδραση της δύναµης Coulomb. Συγκρίνοντας τα µέτρα των δύο

δυνάµεων καταλήγουµε στο ότι 
c

u

qE

quB

F

F

C

L == (Στα επίπεδα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα Ε/Β=c).
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Πόση όµως είναι η ταχύτητα του φορτίου; Επειδή γνωρίζουµε από το προηγούµενο ερώτηµα την

επιτάχυνση του φορτίου εξαιτίας της δύναµης Coulomb εύκολα υπολογίζουµε την z-συνιστώσα της

ταχύτητας από τη σχέση u dt
qE

m
tz

o= =∫γ ω
ωsin( )[m/s] (µην ξεχνάτε ότι το φορτίο είναι ακίνητο στην

αρχή). Κάνοντας τις πράξεις προκύπτει ότι, η µέγιστη τιµή της ταχύτητας είναι περίπου 15 mm/s, που

είναι σε σύγκριση µε τη ταχύτητα του φωτός αµελητέα. Έτσι, σε πρώτη προσέγγιση, αµελητέα θα είναι

και η επίδραση της δύναµης Laplace.

9. Πηγή ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας εκπέµπει ισότροπα ισχύ P. Η πηγή περιβάλλεται

σφαιρικά έως την απόσταση R από οµογενές και ισότροπο διηλεκτρικό µε απώλειες. Εάν σε

απόσταση r >> R (δηλ. στον ελεύθερο χώρο) το πλάτος της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου είναι Ε0

να υπολογιστεί το σύνολο της ισχύος που αποθηκεύεται και καταναλίσκεται στον χώρο του

διηλεκτρικού.

Το διάνυσµα Poynting σε απόσταση r >> R από την πηγή είναι oo cES µ2/2=  [W/m2] και η συνολική

ισχύς που διέρχεται από τη σφαιρική επιφάνεια ακτίνας r, oor cErP µπ /2 22=  [W]. Η ισχύς αυτή είναι

ίση µε τη εκπεµπόµενη ισχύ από την πηγή µείον την ισχύ που έχει αποθηκευτεί και καταναλωθεί στον

χώρο του διηλεκτρικού. Άρα η ισχύς που αποθηκεύεται και καταναλίσκεται στο διηλεκτρικό θα είναι

ίση µε 
oor cErPPP µπ /2 22−=−  [W].

10. Φορτίο q βρίσκεται στον θετικό ηµιάξονα x και κινείται ισοταχώς µε ταχύτητα υ = c/2 xo.

Κάποια χρονική στιγµή το αριθµητικό δυναµικό στην αρχή των αξόνων γίνεται ίσο µε φ. Ποια είναι

η θέση του φορτίου εκείνη τη χρονική στιγµή;

Tο δυναµικό φ περιγράφεται από τις σχέσεις των Lienard και Wiechert (σελ. 232)

ϕ
πε β

=
′ − ′ ⋅ ′

1
4 o

q

r r
r r όπου oxc

rrr
2/1/ =′=′ υβ  και oxxr

rr
′−=′ . (Υπόψη ότι όλα τα τονούµενα

σύµβολα αναφέρονται στον παρελθόντα χρόνο t' και όχι τη χρονική στιγµή t που µας ενδιαφέρει και

ότι το r ′
r
είναι το διάνυσµα θέσης της αρχής των αξόνων από το φορτίο). Εάν κάνουµε τις πράξεις

προκύπτει η παρελθούσα θέση του φορτίου 
ϕπεo

q
x

6
=′  δηλ. η θέση του φορτίου τη χρονική στιγµή t'.

Από τότε µεσολάβησε χρονικό διάστηµα ∆t = t - t' = cx /′ , όσο χρόνο δηλ. χρειάστηκε η ακτινοβολία

για να φθάσει στην αρχή των αξόνων. Σ' αυτό το χρονικό διάστηµα το φορτίο µετακινήθηκε στην
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παρούσα του θέση x x t x= ′ + ⋅ = ′υ ∆ 3 2/ . Άρα 
ϕπεo

q
x

4
= . (Στο ίδιο αποτέλεσµα καταλήγουµε αν

χρησιµοποιήσουµε τις σχετικιστικές σχέσεις της σελ. 327).

11. Όταν ένα αεροσκάφος πετάει µέσα στο γήινο µαγνητικό πεδίο τότε αναπτύσσεται κατά µήκος

των πτερυγίων του ηλεκτρεγερτική δύναµη. Πιστεύετε ότι µπορεί να χρησιµοποιηθεί αυτή η

ηλεκτρεγερτική δύναµη (ανεξάρτητα από το µέγεθός της) για τις ενεργειακές ανάγκες του

αεροσκάφους; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.

Όχι, διότι σε οποιοδήποτε ηλεκτρικό κύκλωµα, που θα συνδεθεί στα άκρα των πτερυγίων, θα

αναπτυχθεί η ίδια ηλεκτρεγερτική δύναµη µε την ίδια φορά ώστε να αναιρείται αυτή που

αναπτύσσεται κατά µήκος των πτερυγίων.

12. Πηγή εναλλασσόµενου ρεύµατος συνδέεται µε επίπεδο πυκνωτή χωρητικότητας C , του

οποίου οι οπλισµοί είναι κυκλικοί δίσκοι επιφάνειας S . Εάν η τάση της πηγής είναι V V to= sin( )ω

να υπολογίσετε την επαγωγή του µαγνητικού πεδίου στο εσωτερικό του πυκνωτή.

(Tο ηλεκτρικό πεδίο στο εσωτερικό του πυκνωτή θεωρείται οµογενές και η έντασή του είναι
r
E o= σ ε/ , όπου σ  η επιφανειακή πυκνότητα φορτίου στους οπλισµούς.)

Το φορτίο των οπλισµών του πυκνωτή είναι q CV to= sin( )ω . Το µέτρο της έντασης του ηλεκτρικού

πεδίου είναι E CV t So o= sin( ) /ω ε , ενώ η διεύθυνσή της είναι παράλληλη µε τον άξονα του πυκνωτή.

Το οµογενές και χρονικά µεταβαλλόµενο ηλεκτρικό πεδίο συνοδεύεται από µαγνητικό πεδίο του

οποίου οι δυναµικές γραµµές είναι οµόκεντροι κύκλοι κάθετοι στον άξονα του πυκνωτή. Το µέτρο της

µαγνητικής επαγωγής σε απόσταση r από τον άξονα του πυκνωτή προκύπτει από την τέταρτη εξίσωση

του Maxwell µε τη χρήση του θεωρήµατος Stokes 
r r

r
r r

B dl
E

dt
ds B

rCV

S
t

C

o o
o o

S

⋅ = ⋅ ⇒ =
′ ′
∫ ∫ ε µ

∂ µ ω
ω

2
cos( ).

13. Μακρύ σωληνοειδές ακτίνας α , µήκους l  και αριθµού σπειρών N  διαρρέεται από ρεύµα I .

Η ηλεκτρική αντίσταση του σωληνοειδούς θεωρείται αµελητέα, ενώ τα άκρα του συνδέονται µε

αγωγό του οποίου τόσο η ηλεκτρική αντίσταση όσο και η αυτεπαγωγή θεωρούνται επίσης

αµελητέες. Σε όλο το κύκλωµα δεν υπάρχει πηγή, η µαγνητική ροή δηλ. παραµένει σταθερή.

α) να υπολογιστεί η πυκνότητα της µαγνητικής ενέργειας και η συνολική µαγνητική ενέργεια.
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β) Πώς µεταβάλλεται το ρεύµα I  όταν µεταβληθεί το µήκος l   του σωληνοειδούς και γίνει ′l

ενώ η ακτίνα και ο αριθµός σπειρών παραµείνουν σταθερά;

γ) Πόση δύναµη απαιτείται για την επιµήκυνση του πηνίου;

α) Επειδή µέσα στο σωληνοειδές B
N

l
I= µ  και έξω από αυτό B = 0  τότε u

B N I

lm = =
2 2 2

22
1
2µ
µ

και U l u
N I

lm m= =( )πα
µπα2

2 2 2

2
.

β) Επειδή ∆Φ = 0 και Φ ∆= ⇒ =N B Bπα 2 0. Άρα 
′
′
= ⇒ ′ =

′I

l

I

l
I I

l

l

γ) F
U

l

N I

l

I

l

I

l

N I

l
m= − = − −







 = −

=

∂
∂

µπα ∂
∂

µπα

∆Φ 0

2 2 2

2

2 2 2

22
2

2

14. Ένας λεπτός µεταλλικός δίσκος ειδικής ηλεκτρικής αγωγιµότητας σ [S/m] τοποθετείται

κάθετα στις δυναµικές γραµµές ενός οµογενούς µαγνητικού πεδίου Β = Βοsinωt [T]. Να

υπολογίσετε την πυκνότητα του ηλεκτρικού ρεύµατος που επάγεται στον δίσκο συναρτήσει της

απόστασης από τον άξονά του.

Σύµφωνα µε τον νόµο του Faraday

r r
r

r r r
E dl

dB

dt
ds r E B t r E

r B t V

m
C A

o
o⋅ = − ⋅ ⇒ = ⇒ = 



∫ ∫ 2

2
2π ω ω π

ω ω
cos( )

cos( )
,

όπου C  οποιαδήποτε κλειστή κυκλική καµπύλη πάνω στην επιφάνεια του δίσκου µε κέντρο τον άξονα

του δίσκου και ακτίνα r , ενώ A  είναι η επιφάνεια που περιγράφεται από την καµπύλη. Η διεύθυνση

της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου είναι αζιµουθιακή. Άρα η πυκνότητα του επαγόµενου ηλεκτρικού

ρεύµατος είναι 
r r r
j E j

r B t A

m
o= ⇒ = 





σ
σ ω ωcos( )

2 2 .

15. Σωληνοειδές µήκους x [m], ακτίνας α = x µε πλήθος σπειρών N1 είναι τοποθετηµένο αξονικά

στο εσωτερικό ενός άλλου σωληνοειδούς µήκους L >> x, της ίδιας ακτίνας α  και µε πλήθος

σπειρών Ν2. Το εσωτερικό σωληνοειδές διαρρέεται από ρεύµα έντασης Ι1 [A]. Πόση είναι η

συνολική µαγνητική ροή που διέρχεται από το εξωτερικό σωληνοειδές;

(ΠΡΟΣΟΧΗ! ∆εν µπορείτε να θεωρήσετε ότι το εσωτερικό σωληνοειδές  είναι απείρου µήκους.)

Επειδή είναι σχετικά δύσκολο να υπολογιστεί το µαγνητικό πεδίο B1 που δηµιουργείται στο εσωτερικό
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σωληνοειδές (1) και κατ' επέκταση η µαγνητική ροή Φ21 που διέρχεται από το εξωτερικό

σωληνοειδές (2), µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη σχέση Φ21 21 1= M I  λαµβάνοντας υπόψη την

εξίσωση του Neumann ( M M21 12= ). Έτσι υποθέτοντας ότι το εξωτερικό σωληνοειδές, που θεωρείται

απείρου µήκους ( L a>> ), διαρρέεται από ρεύµα έντασης I2  προκύπτει ότι η µαγνητική επαγωγή στο

εσωτερικό του είναι B
N

L
Io2

2
2= µ . Η µαγνητική ροή

Φ12 12 2 1 1 2
1 2

2

2 12
1 2

2

= = = ⇒ =M I N S B
N N a

L
I M

N N a

L
o oµ π µ π

. Άρα Φ21 21 1
1 2

2

1= =M I
N N a

L
Ioµ π

.

16. Η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου µέσα σε ένα µη µαγνητικό υλικό (µ = µο) περιγράφεται από

τη σχέση 
r r
E j

a
x e z

V

m
j t

o= + 





( )sin( )1
π ω , όπου α [m] χαρακτηριστική σταθερά του υλικού. Να

προσδιοριστούν η ειδική ηλεκτρική αγωγιµότητα σ και η ηλεκτρική επιτρεπτότητα ε του υλικού.

Τα χαρακτηριστικά του υλικού προκύπτουν  αν υπολογιστεί το µαγνητικό πεδίο από τη δεύτερη

εξίσωση του Maxwell (νόµος Faraday) και κατόπιν χρησιµοποιηθεί η τέταρτη εξίσωση (νόµος

Ampere - Maxwell). Έτσι

∇ × = − ⇒ ∇ × = − ⇒ = −
∇ ×

= =
+r

r
r r r

r
r r

E
B

t
E j B B

E

j j

E

x
y

j

j a a
x e yz

o
j t

o

∂
∂

ω
ω ω

∂
∂ ω

π π ω1 1
cos( )

∇ × = + ⇒ = + ⇒
r r

r
r r

B j
E

t

B

x
z j Eo

y
o oµ ε

∂
∂

∂

∂
µ σ ωε( ) ( )

−
+

= + + ⇒
1

1
2

2

j

j a a
x e z j j

a
x e zj t

o o
j t

oω
π π

µ σ ωε
πω ωsin( ) ( )( )sin( )

r r

j

a
j

oµ ω
π

σ ωε σ
2

2 0= + ⇔ =  και ε
π

µ ω
=

2

2 2
o a

17. Επίπεδο ηλεκτροµαγνητικό κύµα ( ]/[)( mVxeEE o
kztj

oi

rr
−= ω

, ]/[)( mAyeHH o
kztj

oi

rr
−= ω

)

διαδιδόµενο στο κενό προσπίπτει κάθετα στην επίπεδη επιφάνεια ενός διηλεκτρικού υλικού, η

ηλεκτρική επιτρεπτότητα του οποίου είναι ε [F/m], η µαγνητική διαπερατότητα µ = µο και η ειδική

ηλεκτρική αγωγιµότητα σ = 0 S/m. Μέσα στο υλικό σε απόσταση d από τη διαχωριστική επιφάνεια

βρίσκεται στο επίπεδο xz ένα τετραγωνικό συρµάτινο πλαίσιο, οι πλευρές του οποίου έχουν µήκος

α [m]. Να προσδιοριστεί η ηλεκτρεγερτική δύναµη που αναπτύσσεται στο πλαίσιο.

∆εδοµένου ότι το υλικό είναι διηλεκτρικό χωρίς απώλειες (σ=0) τότε η ένταση του µαγνητικού πεδίου
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µέσα στο υλικό δίνεται από τη σχέση (σελ. 257 του βιβλίου) 
r r
H H e yt

o
o

j t z
o=

+
−2 ε

ε ε
ω β( )  όπου

β ω εµ= o . Η ηλεκτρεγερτική δύναµη που αναπτύσσεται στο συρµάτινο πλαίσιο θα είναι

ε ∂
∂

ε
ε ε

µ ω
µ

ε ε
βω β ω β π= − ⋅ = −

+
=

+
[ ]∫ ∫ ∫

−

−

−

+
− −

r
rB

t
ds H j e dx e dz

aH a
e Vt

S o
o o

j t

a

a
j z

d a

d a
o o

o

j t d2 4

2
2

2

2

2
2( ) sin( )

/

/

/

/
( / ) .

18. Τι είδους υλικό θα χρησιµοποιούσατε προκειµένου να προστατέψετε ένα χώρο από την

ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία.

Το υλικό που θα χρησιµοποιηθεί στη θωράκιση έναντι της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας πρέπει να

παρουσιάζει ελάχιστο επιδερµικό βάθος δηλ. πολύ υψηλή ηλεκτρική αγωγιµότητα (σ) και µαγνητική

διαπερατότητα (µ). Συνεπώς κατάλληλο υλικό θα είναι ένα µαλακό σιδηροµαγνητικό µέταλλο όπως ο

σίδηρος (βλ. πίνακα στη σελ. 253 του βιβλίου).

19. Θεωρώντας την ειδική ηλεκτρική αγωγιµότητα σ ενός κυλινδρικού αγωγού, µήκους L και

διατοµής S, σταθερή σε ένα µεγάλο εύρος συχνοτήτων (της τάξης των GHz), παραµένει το ίδιο

σταθερά και η ηλεκτρική αντίσταση του αγωγού; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.

Η αντίσταση του αγωγού δίνεται από τη σχέση R=L/σS. Τόσο η αγωγιµότητα όσο και το µήκος του

αγωγού είναι ανεξάρτητα της συχνότητας. Όσο αυξάνεται όµως η τελευταία τόσο ελαττώνεται το

επιδερµικό βάθος µε άλλα λόγια ελαττώνεται η επιφάνεια της διατοµής του αγωγού που διαρρέεται

από ηλεκτρικό ρεύµα. Άρα αυξάνεται η ηλεκτρική αντίσταση του αγωγού συναρτήσει της συχνότητας.

20. Φορτίο q  βρίσκεται ακίνητο σε απόσταση r  από τον άξονα ενός σωληνοειδούς "απείρου

µήκους" και ακτίνας R , όταν η µαγνητική επαγωγή εντός του τελευταίου αρχίζει να µεταβάλλεται

µε ρυθµό ∂ ∂
r
B t/ . Να υπολογιστεί η αρχική δύναµη που υφίσταται το φορτίο συναρτήσει της

απόστασης r , στην περίπτωση που το φορτίο βρίσκεται εντός και εκτός του σωληνοειδούς.

Εφόσον το φορτίο είναι αρχικά ακίνητο η δύναµη που υφίσταται είναι EqF
rr

= , όπου η ένταση του

ηλεκτρικού πεδίου υπολογίζεται από την εξίσωση ∇ × = −∂ ∂
r r
E B t/ . Κατ' αρχήν εφόσον το

σωληνοειδές θεωρείται "απείρου µήκους", τόσο η µαγνητική επαγωγή B
r

 όσο και ο ρυθµός
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µεταβολής της ∂ ∂
r
B t/  είναι εντός του σωληνοειδούς διάφορα του µηδενός και παράλληλα του άξονά

του, ενώ εκτός του σωληνοειδούς ίσα µε µηδέν. Λαµβάνοντας υπόψη τη γεωµετρία του προβλήµατος

η E
r

 και κατ' επέκταση η F
r

 είναι αζιµουθιακή. Χρησιµοποιώντας το θεώρηµα του Stokes η εξίσωση

µετασχηµατίζεται στην 
r r r r
E dl B t ds

C S

⋅ = −∂ ∂ ⋅∫ ∫ ( / )  όπου C κύκλος ακτίνας r, το επίπεδο του οποίου

είναι κάθετο στον άξονα του σωληνοειδούς και το κέντρο του πάνω στον τελευταίο, ενώ S η

επιφάνεια του C. Η φορά διαγραφής του κύκλου επιλέγεται τέτοια ώστε το διάνυσµα της επιφάνειάς

του να είναι παράλληλο του tB �� /
r

.

Εάν Rr <  τότε η εξίσωση καταλήγει στην 2
2

2π πr E r
B

t
F

qr B

t
| |

| |
| |

| |r
r

r
r

=
∂
∂

⇒ =
∂
∂

Εάν Rr >  τότε η εξίσωση καταλήγει στην  2
2

2
2

π πr E R
B

t
F

qR

r

B

t
| |

| |
| |

| |r
r

r
r

=
∂
∂

⇒ =
∂
∂

.

Και στις δύο περιπτώσεις η φορά της E
r

 και κατ' επέκταση της F
r

 είναι αντίθετη της φορά διαγραφής

του κύκλου.

21. Σε ένα ακίνητο φορτίο εφαρµόζεται κατάλληλη δύναµη )(tF
r

 προκειµένου αυτό να διανύσει

απόσταση µήκους s  µε σταθερή επιτάχυνση a  και αµέσως µετά απόσταση του ίδιου µήκους µε

σταθερή επιβράδυνση a . Να υπολογιστεί το συνολικό έργο που προσφέρθηκε στο φορτίο.

∆εδοµένου ότι η αρχική και η τελική κατάσταση του φορτίου είναι η ίδια, δηλ. δεν µεταβλήθηκε η

κινητική του ενέργεια, όλο το έργο που προσφέρθηκε "µετατράπηκε" σε ηλεκτροµαγνητική

ακτινοβολία. Έτσι χρησιµοποιώντας τη σχέση 7-31 του βιβλίου, το συνολικό έργο που προσφέρθηκε

είναι 
c

aq
W o

π
τµ

6

22

=  όπου 
a

s2
=τ  ο χρόνος κατά τον οποίο επιταχύνθηκε ή επιβραδύνθηκε το

φορτίο.

22. Mεταλλικό έλασµα "απεριόριστου µήκους" ως προς τη διεύθυνση ox
r

 και πλάτους d  ως προς

τη διεύθυνση oy
r

 κινείται µε ταχύτητα oxu
r

 µέσα σε µαγνητικό πεδίο επαγωγής ozB
r

. Να

υπολογιστεί η διαφορά δυναµικού που αναπτύσσεται µεταξύ των ακµών του ελάσµατος. Εάν

συνδεθούν οι δύο ακµές του ελάσµατος µε έναν πολύ καλό και σχετικά µε τις διαστάσεις του

ελάσµατος µικρού µήκους αγωγό, πόση θα ήταν η διαφορά δυναµικού;

Και στις δύο περιπτώσεις uBdV =∆
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23. Μέσα σε ένα υλικό µε σταθερές ε  και µ  αναπτύσσεται ηλεκτρικό πεδίο της µορφής

)sin()( bzatyixE oo ++=
rrr

. Ποια πρέπει να είναι η σχέση των σταθερών a  και b  ώστε το

συγκεκριµένο πεδίο να χαρακτηριστεί ηλεκτροµαγνητικό κύµα;

Tο ηλεκτρικό πεδίο ενός ηλεκτροµαγνητικού κύµατος υπακούει στη διαφορική εξίσωση

∇ −
∂
∂

=2
2

2 0
r

r

E
E

t
µε . Αντικαθιστώντας στην εξίσωση τη x-συνιστώσα του πεδίου που δίνεται στην

άσκηση προκύπτει − + + + = ⇒ =b at bz a at bz b a2 2 0sin( ) sin( )µε µε  που είναι το ζητούµενο. Στην

ίδια σχέση θα καταλήγαµε αν χρησιµοποιούσαµε τη y-συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου.

24. Ηλεκτροµαγνητικό κύµα έντασης 
r r
E E e xo

i t z
o= ⋅ −( . . )6 28 10 2 098

 διαδίδεται στο κενό και προσπίπτει

στη θέση 0=z  σε µεταλλικό φύλλο χαλκού ( µ µ σ= = ⋅o S m, . /5 8 107 ) πάχους d  (κατά τη

διεύθυνση oz
r

, πλάτους w (κατά τη διεύθυνση oy
r

) και απεριόριστου µήκους (κατά τη διεύθυνση

ox
r

). Εάν το πάχος d  είναι κατά πολύ µεγαλύτερο του επιδερµικού βάθους να υπολογιστεί η

ένταση του ηλεκτρικού ρεύµατος που διαρρέει το φύλλο.

Υπόδειξη: Στις συνοριακές συνθήκες χρησιµοποιείστε για τον χαλκό )1(
οωε

σ
εε joCu −= .

Στην διαχωριστική επιφάνεια κενού - χάλκινου φύλλου ισχύει η σχέση των πλατών

Cuo

o

i

t

E

E

εε

ε

+
=

2
. Επειδή )1(

οωε
σ

εε joCu −=  και 
σ
ωεο

= ⋅1 043 1010.  ουσιαστικά 
ω
σ

ε jCu −=  και

oCu εε >>|| . Έτσι 4222
π

σ
ωε

σ
ωε

ε
ε j

oo

Cu

o

i

t e
j

E

E
===  και 

r r
E E e xt

o
o

az j t bz

o=
− + ⋅ − +

2
6 28 10

4
8ωε

σ

π
( . )

όπου  
2

σωµoba == .  Το  ρεύµα  που  θα  διαρρέει  το  φύλλο  θα  είναι

I E dydz
E w

et

dw
o j t= =∫∫ ⋅σ
π

| | .
r

00

6 28 10

60

8

 δεδοµένου ότι 0≅−ade .

25. Ένας λεπτός αγώγιµος δίσκος πάχους h , διαµέτρου d  και αγωγιµότητας σ  τοποθετείται
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µέσα σε οµογενές µαγνητικό πεδίο επαγωγής tBB o ωsin=  παράλληλης προς τον άξονά του.

α) Να υπολογιστεί η πυκνότητα του επαγόµενου ρεύµατος συναρτήσει της απόστασης από τον

άξονα του δίσκου.

β) Πόση θα είναι η ένταση του επαγόµενου ρεύµατος που διαρρέει µια διατοµή κάθετη στον

άξονα του δίσκου;

α) Λόγω της συµµετρίας του συστήµατος, από τον νόµο του Faraday (∇ × = −∂ ∂
r r
E B t ) προκύπτει

εύκολα ότι η ένταση του επαγόµενου ηλεκτρικού πεδίου έχει αζιµουθιακή διεύθυνση και µέτρο

2cos trBE o ωω−=
r

 [ mV / ]. Συνεπώς η πυκνότητα του επαγόµενου ρεύµατος θα έχει διεύθυνση

αζιµουθιακή και µέτρο 2cos trBj o ωωσ−=
r

 [ 2/ mA ].

β) Εφόσον η διεύθυνση του ρεύµατος είναι αζιµουθιακή και η διεύθυνση της διατοµής  είναι

παράλληλη στον άξονα του δίσκου τότε η ένταση του ρεύµατος µέσω αυτής της διατοµής ( I j ds
A

= ⋅∫
r r

)

είναι ίση µε µηδέν.

26. Ευθύγραµµος αγωγός περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω  γύρω από ένα σηµείο του Ο, σε

επίπεδο κάθετο στις δυναµικές γραµµές ενός οµογενούς µαγνητικού πεδίου επαγωγής B . Εάν το

σηµείο Ο απέχει από τα άκρα του αγωγού αποστάσεις 1l  και 2l , να υπολογιστεί η ηλεκτρεγερτική

δύναµη που αναπτύσσεται στον αγωγό.

Θεωρείστε ένα σύστηµα αναφοράς µε αρχή το σηµείο περιστροφής της ράβδου Ο. Το επίπεδο

περιστροφής είναι το xy  και η διεύθυνση του µαγνητικού πεδίου η oz
r

. Στα φορτία των δύο τµηµάτων

της ράβδου αναπτύσσεται δύναµη Laplace ίση µε 
r r v
F q B= ×υ . Επειδή η ταχύτητα της ράβδου είναι

αζιµουθιακή, η διεύθυνση της δύναµης θα είναι ακτινική. Η φορά της δύναµης εξαρτάται από τη

φορά περιστροφής της ράβδου. Έτσι αν η ράβδος περιστρέφεται δεξιόστροφα τότε η φορά της

δύναµης είναι προς το κέντρο περιστροφής Ο. Τούτο σηµαίνει ότι και στα δύο τµήµατα της ράβδου τα

θετικά φορτία θα κινηθούν προς το σηµείο Ο. Εάν η ράβδος περιστρέφεται αριστερόστροφα τότε τα

θετικά φορτία θα κινηθούν προς τα άκρα της ράβδου. Και στις δύο περιπτώσεις  περιστροφής τα

φορτία στα δύο τµήµατα της ράβδου κινούνται προς αντίθετες κατευθύνσεις. Συνεπώς οι

ηλεκτρεγερτικές δυνάµεις στα δύο τµήµατα είναι αντίθετες και πρέπει να αφαιρεθούν. Στο τµήµα της

ράβδου µε µήκος 1l  η ηλεκτρεγερτική δύναµη θα είναι ίση µε ε υ ω
ω

1

0

1
21

2
= × ⋅ = =∫ ∫( )

r r r l
l

B dr Brdr
B

O

A

,
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ενώ στο τµήµα µε µήκος 2l  ίση µε ε υ ω
ω

2

0

2
22

2
= × ⋅ = =∫ ∫( )

r r r l
l

B dr Brdr
B

O

B

. Η συνολική ηλεκτρεγερτική

δύναµη είναι ίση µε )(
2

2
2

2
121 ll −=−=

Bω
εεε .

27. Σηµειακό φορτίο q  κινούµενο µε ταχύτητα ox
rr

υυ =  πλησιάζει παρατηρητή ευρισκόµενο στη

θέση ( πx , πy ). Τη χρονική στιγµή t  κατά τη οποία το φορτίο βρίσκεται στη θέση ( πx ,0) ο

παρατηρητής "αντιλαµβάνεται" αριθµητικό δυναµικό ϕ . Να υπολογιστεί η τιµή του ϕ .

Το δυναµικό ϕ  που "αντιλαµβάνεται" ο παρατηρητής τη χρονική στιγµή t  οφείλεται στη θέση που

βρισκόταν το φορτίο την παρελθούσα χρονική στιγµή t′ . Από τη θέση αυτή ο παρατηρητής απείχε

απόσταση oo yyxttr
rrr

πυ +′−=′ )( , το µέτρο της οποίας είναι επίσης ίσο  µε )( ttcr ′−=′
r

 δεδοµένης

της ταχύτητας διάδοσης του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου. Από τις δύο αυτές σχέσεις προκύπτει ότι

22 υ
π

−
−=′

c

y
tt .

Το δυναµικό 
s

q
t

oπε
φ

4

1
)( =  όπου s r

r

c
c t t

c
t t y c= ′ −

⋅
= − ′ − − ′ = −

r
r r
υ υ

υπ( ) ( )
2

2 21 .

28. Μέσα σε διηλεκτρικό µε σταθερές ε , oµ  διαδίδεται ηλεκτροµαγνητικό κύµα εντάσεων

oo xztEE
rr

)cos( βω −=  ]/[ mV  και o

o

o yzt
E

H
rr

)cos( βω
εµ

−=  ]/[ mA .

α) Να υπολογιστεί η ηλεκτροµαγνητική ενέργεια σε έναν κυβικό όγκο ακµής d .

β) Τί µήκος πρέπει να έχει η ακµή του κύβου ώστε η ενέργεια να παραµένει σταθερή;

α) Η ενέργεια του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου είναι ίση µε

U
H E

dxdydz
o

= + =∫∫∫ ( )
µ ε

r r2 2

2 2
dx dy

E
t z

E
t z dz

d d
o o

o

d
o

0 0

2
2

0

2
2

2 2∫ ∫ ∫ − + − =[ cos ( ) cos ( )]
µ
µ ε

ω β
ε

ω β

= − = −
− −

∫ε ω β ε
ω β ω

β
E d t z dz E d

t d t

do

d

o
2 2 2

0

2 31
2

1
2 2 2

2
cos ( ) (

sin( ) sin( )
)

β) Εάν nd πβ 22 =  δηλ. 2/λnd =  όπου n  ένας ακέραιος αριθµός και λ   το µήκος κύµατος, τότε

η ενέργεια του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου προκύπτει ανεξάρτητη του χρόνου.
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29. Ένα συρµάτινο τετραγωνικό πλαίσιο αποτελείται από µία σπείρα και βρίσκεται στο επίπεδο

xy  µε πλευρές µήκους α  παράλληλες προς τις διευθύνσεις 
r
xo  και 

r
yo . Στο ίδιο επίπεδο και

παράλληλα προς τη διεύθυνση 
r
xo  βρίσκεται ευθύγραµµος αγωγός "απείρου µήκους" που απέχει

απόσταση α  από το κέντρο του πλαισίου. Να υπολογιστεί ο συντελεστής αµοιβαίας επαγωγής των

δύο αγωγών.

Εάν ο ευθύγραµµος αγωγός διαρρέεται από ρεύµα έντασης I  τότε δηµιουργείται στο χώρο µαγνητικό

πεδίο επαγωγής 
r r
B I

r eo= µ π ϕ2 . Η ροή του µαγνητικού πεδίου µέσα από το συρµάτινο πλαίσιο είναι

Φ = =∫
µ
π
α

µ α
πα

α

o oI

r
dr

I

2 2
3

2

3 2

ln . Άρα M
I

o= =
Φ µ α

π
ln3

2
.

30. Να αιτιολογηθεί γιατί σε έναν υπεραγωγό που διαρρέεται από εναλλασσόµενο ρεύµα η

κατανοµή του ρεύµατος είναι επιφανειακή.

Επειδή σε έναν υπεραγωγό η ηλεκτρική αγωγιµότητα είναι άπειρη το επιδερµικό βάθος προκύπτει

µηδέν.

31. Ένα φορτίο q  κινούµενο µε σταθερή ταχύτητα 
r
u  πλησιάζει παρατηρητή που βρίσκεται πάνω

στην ευθεία της κίνησής του. Όταν το φορτίο βρίσκεται σε απόσταση α  από τον παρατηρητή ο

τελευταίος µετράει την ένταση του ηλεκτρικού πεδίου και τη βρίσκει ίση µε την ένταση που θα

δηµιουργούσε από την ίδια απόσταση ένα ακίνητο φορτίο ′ =q q3 4/ . Πόση είναι η ταχύτητα του

φορτίου q ;

Το ισοταχώς κινούµενο φορτίο δηµιουργεί στη θέση του παρατηρητή ηλεκτρικό πεδίο έντασης

r r r

r rE
q r r

r ro

=
′ − ′

′ − ⋅ ′
−

4
1

3

2

πε
β

β
β

( )
( ) όπου 

r
′r  είναι η παρελθούσα απόσταση του παρατηρητή από το φορτίο

και 
r r
β = u c . Η παρελθούσα απόσταση ′ =r c t∆ , όπου ∆t  το χρονικό διάστηµα που χρειάστηκε η

ακτινοβολία να φθάσει τον παρατηρητή. Στο χρονικό αυτό διάστηµα το φορτίο κάλυψε µία απόσταση

u t∆  και έφθασε σε απόσταση α  από τον παρατηρητή. Άρα ′ = = + ⇒ = −r c t a u t t c u∆ ∆ ∆ α /( ) και

′ = −r α β/( )1 . Λαµβάνοντας υπόψη ότι τα 
r
′r  και 

r
β  είναι παράλληλα διανύσµατα προκύπτει το
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µέτρο της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου E
q

o

=
−

4
1 2

2πε
β

α
. Η τιµή αυτή είναι ίση µε το µέτρο της

έντασης του ηλεκτρικού πεδίου που δηµιουργεί ένα ακίνητο φορτίο ′q  από την ίδια απόσταση, δηλ.

είναι ίση µε 
q

o4
3
4 2πε α

. Εξισώνοντας προκύπτει β = 1 2/  και u c= / 2 .

32. Ένα φορτίο κινείται µε ταχύτητα 
r
u  παράλληλα σε έναν ευθύγραµµο αγωγό "απείρου

µήκους" που διαρέεται από ρεύµα σταθερής έντασης I  και φέρει οµοιόµορφα κατανεµηµένο

φορτίο µε γραµµική πυκνότητα λ . Να υπολογιστεί η σχέση µεταξύ των λ  και I  προκειµένου το

κινούµενο φορτίο να διατηρήσει την οµαλή και ευθύγραµµη κίνησή του.

Η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου που δηµιουργείται από τον αγωγό είναι 
r r
E

r
e

o
r=

λ
π ε2

. Η σχέση αυτή

προκύπτει πολύ εύκολα από το νόµο του Gauss, στην ολοκληρωτική του µορφή, χρησιµοποιώντας

κυλινδρικές συντεταγµένες. Η ένταση του µαγνητικού πεδίου που δηµιουργείται από τον αγωγό είναι
r r
H

I

r
e=

2π φ . Η σχέση αυτή προκύπτει επίσης πολύ εύκολα από τον νόµο του Ampere, στην

ολοκληρωτική του µορφή, χρησιµοποιώντας κυλινδρικές συντεταγµένες. Πάνω στο φορτίο συνεπώς

εξασκείται δύναµη Lorenz 
r r v r r r
F qE qu B

q

r
e

qu I

r
e

o
r

o
r= + × = −

λ
π ε

µ
π2 2

, όπου r  είναι στη συγκεκριµένη

περίπτωση η απόσταση του φορτίου από τον αγωγό. Για να διατηρήσει το φορτίο την οµαλή

ευθύγραµµη κίνηση πρέπει η δύναµη Lorenz να είναι ίση µε µηδέν, που ισχύει στην περίπτωση όπου

λ =
uI

c2
.

33. ∆ύο τέλεια αγώγιµα επίπεδα "απεριόριστων διατάσεων" είναι παράλληλα προς το επίπεδο xy

ορθογώνιου συστήµατος συντεταγµένων και βρίσκονται στις θέσεις z = 0  και z d= . Στον χώρο

µεταξύ των δύο επιπέδων αναπτύσσεται ηλεκτροµαγνητικό πεδίο µε ένταση ηλεκτρικού πεδίου
r r r
E z t E t z x E t z xo o( , ) cos( ) cos( )= + + −1 2ω β ω β

Να προσδιοριστούν οι επιτρεπτές τιµές της συχνότητας του πεδίου και να υπολογιστεί η αντίστοιχη

ένταση του µαγνητικού πεδίου 
r
H z t( , ) .

Πάνω στα αγώγιµα επίπεδα η εφαπτοµενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου είναι ίση µε µηδέν.

∆ηλ. σύµφωνα µε τη δεδοµένη µορφή του ηλεκτρικού πεδίου πρέπει E t E d tx x( , ) ( , )0 0= = . Από τις
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δύο τελευταίες σχέσεις προκύπτει ότι E E1 2= −  και sin( )β β
π

d n
d

f n
c

d
= ⇒ = ⇒ =0

2
. Έτσι η

ένταση του ηλεκτρικού πεδίου θα δίνεται από τη σχέση 
r r
E z t E n

ct

d
n

z

d
xo( , ) sin( )sin( )= 2 2 π π .

Χρησιµοποιώντας το νόµο του Faraday προκύπτει ότι 
dH

dt

E E

z
y

o o

x
o

r r
r

= −
∇ ×

= −
∂
∂µ µ

1
. Από τη σχέση

αυτή, κατόπιν µερικής παραγώγισης ως προς z  και ολοκλήρωσης ως προς t  προκύπτει ότι
r r
H z t

E
n

ct

d
n

z

d
yo( , ) cos( )cos( )= 2

60π
π π .

34. Σύµφωνα µε τον νόµο του Lenz, η ηλεκτρεγερτική δύναµη που αναπτύσσεται σε ένα

ηλεκτρικό κύκλωµα εξ αιτίας της χρονικά µεταβαλλόµενης µαγνητικής ροής αντιτάσσεται στο

αίτιο της δηµιουργίας της. Να περιγράψετε την εφαρµογή του νόµου στην περίπτωση που

πλησιάζουµε ή αποµακρύνουµε ένα αγώγιµο πλαίσιο σε ή από έναν µόνιµο µαγνήτη. Τι δυνάµεις

ασκούνται σε κάθε µία περίπτωση;

Καθώς πλησιάζουµε το αγώγιµο πλαίσιο στον µόνιµο µαγνήτη αυξάνεται η ροή του µαγνητικού

πεδίου από την επιφάνεια του πλαισίου, µε αποτέλεσµα να αναπτύσσεται ηλεκτρεγερτική δύναµη και

κατ' επέκταση το πλαίσιο να διαρρέται από ηλεκτρικό ρεύµα. Σύµφωνα µε τον νόµο του Lenz, το

επαγόµενο ρεύµα θα έχει τέτοια φορά ώστε το µαγνητικό πεδίο που δηµιουργεί να είναι αντίθετης

φοράς από αυτό του µόνιµου µαγνήτη για να περιοριστεί η αύξηση της µαγνητικής ροής. Η δύναµις

που αναπτύσσεται µεταξύ του µόνιµου µαγνήτη και του πλαισίου είναι απωστική διότι τα δύο

µαγνητικά πεδία (µόνιµου µαγνήτη και επαγόµενο) είναι αντίθετης φοράς ή τα δύο ρεύµατα (ρεύµα

Ampere του µόνιµου µαγνήτη και επαγόµενο ρεύµα στο πλαίσιο) είναι αντίρροπα.

Καθώς αποµακρύνουµε το αγώγιµο πλαίσιο από τον µόνιµο µαγνήτη ελαττώνεται η ροή του

µαγνητικού πεδίου από την επιφάνεια του πλαισίου, µε αποτέλεσµα να αναπτύσσεται ηλεκτρεγερτική

δύναµη και κατ' επέκταση το πλαίσιο να διαρρέεται από ηλεκτρικό ρεύµα. Σύµφωνα µε τον νόµο του

Lenz, το επαγόµενο ρεύµα θα έχει τέτοια φορά ώστε το µαγνητικό πεδίο που δηµιουργεί να είναι της

ίδιας φοράς µε αυτό του µόνιµου µαγνήτη για να περιοριστεί η ελάττωση της µαγνητικής ροής. Η

δύναµις που αναπτύσσεται µεταξύ του µόνιµου µαγνήτη και του πλαισίου είναι ελκτική διότι τα δύο

µαγνητικά πεδία είναι της ίδιας φοράς ή τα δύο ρεύµατα είναι οµόρροπα.

Και στις δύο περιπτώσεις οι δυνάµεις αντιτίθενται στη µετακίνηση του πλαισίου.

35. "Απείρου" µήκους αγωγός παράλληλος προς τη διεύθυνση oz
r

 διαρρέεται από ρεύµα έντασης
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I . Ένας δεύτερος αγωγός µήκους d , κάθετος στον πρώτο και παράλληλος προς τη διεύθυνση oy
r

κινείται µε σταθερή ταχύτητα oz
rr

υυ = . Εάν το µέσον του δεύτερου αγωγού απέχει από τον πρώτο

απόσταση 2/da +  να υπολογίσετε την ηλεκτρεγερτική δύναµη που αναπτύσσεται στον δεύτερο

αγωγό.

Χρησιµοποιώντας τον νόµο του Ampere (∇ × =
r r
B joµ ) υπολογίζεται η µαγνητική επαγωγή στον

άξονα y  (όπου βρίσκεται ο δεύτερος αγωγός) o
o x
y

I
B

rr

π
µ
2

−= . Η ηλεκτρεγερτική δύναµη που

α ν α π τ ύ σ σ ε τ α ι  σ τ ο ν  δ ε ύ τ ε ρ ο  α γ ω γ ό  θ α  ε ί ν α ι  ί σ η  µ ε

ε υ υ
µ
π

µ υ
π

= × ⋅ = − × ⋅ = −
+

∫ ∫
+

( ) ( ) ( ) ln( )
r r r r r r

B dl z
I

y
x dyy

I a d

a
C

o
o

oa

a d

o
o

2 2
.

36. Είναι γνωστό ότι η ενέργεια του µαγνητικού πεδίου ( mU ) που δηµιουργεί ένα πηνίο είναι ίση

µε 2

2
1 LI . Να δείξετε ότι αν ένα σωληνοειδές πηνίο "απείρου" µήκους διερρέεται από χρονικά

µεταβαλλόµενο ρεύµα, τότε η συνολική ροή της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας από την

επιφάνεια του πηνίου είναι ίση µε dtdUm /− .

Η µαγνητική επαγωγή µέσα σε ένα σωληνοειδές πηνίο "απείρου" µήκους δίνεται από την σχέση

zo enIB
rr

µ=  (χρησιµοποιούνται κυλινδρικές συντεταγµένες), ενώ έξω από το πηνίο είναι ίση µε 0.

Εφόσον το ρεύµα που διαρρέει το πηνίο είναι χρονικά µεταβαλλόµενο τότε σύµφωνα µε τον νόµο του

Faraday (∇ × = −
r

r

E
dB

dt
) δηµιουργείται ηλεκτρικό πεδίο έντασης φedt

dBr
E

rr

2
−= . Το διάνυσµα

Poynting θα είναι ίσο µε 
r r r r
S E H

n r
I

dI

dt
eo

r= × = −
µ 2

2
. Επειδή το διάνυσµα Poynting είναι ακτινικό η

ροή της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας από τις βάσεις του πηνίου είναι ίση µε 0. Από την

παράπλευρη επιφάνεια A  του πηνίου η ροή της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας θα είναι ίση µε
r r
S d dze n R l I

dI

dt
LI

dI

dt

dU

dt
A

r o
m⋅ = − = − = −∫∫ ( ) ( )φ µ π2 2 . Στον όρο µέσα στην παρένθεση, R  είναι η

ακτίνα και l  είναι το µήκος του πηνίου. Θεωρείται δεδοµένο ότι µε την έκφραση "απείρου" µήκους

χαρακτηρίζουµε τα σωληνοειδή στα οποία ο λόγος 1/ >>Rl .

37. Ένα αγώγιµο υλικό, η ηλεκτροµαγνητική συµπεριφορά του οποίου καθορίζεται από τις
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παραµέτρους oε , oµ  και σ , είναι ηλεκτρικά πολωµένο εξ αιτίας της επίδρασης κάποιου

εξωτερικού πεδίου. Εάν τη χρονική στιγµή 0=t  σταµατήσει η επίδραση του εξωτερικού πεδίου να

βρείτε τη συνάρτηση που περιγράφει τη χρονική µεταβολή της πυκνότητας του φορτίου.

Συµβουλευόµενοι τον πίνακα 8-1 του βιβλίου σας (σελ. 253) να εκτιµήσετε την τάξη µεγέθους του

χρόνου που απαιτείται για την αποκατάσταση της ηλεκτρικής ουδετερότητας.

Επειδή το υλικό είναι αγώγιµο, η πόλωσή του, υπό την επίδραση του εξωτερικού, προφανώς

ηλεκτρικού, πεδίου, οφείλεται κυρίως στη µετατόπιση των ελεύθερων φορτίων. Όταν σταµατήσει η

επίδραση του εξωτερικού πεδίου τα ελεύθερα φορτία πρόκειται να µετακινηθούν και πάλι ώστε να

µηδενισθεί η πόλωση του υλικού. Η µετακίνηση αυτή οφείλεται στο πεδίο πόλωσης που

δηµιουργήθηκε από τη συσσώρευση των ελεύθερων φορτίων. Με άλλα λόγια δηµιουργείται ένα

ρεύµα, η πυκνότητα του οποίου θα είναι, Ej
rr

σ= , όπου ∇ ⋅ =
r
E f oρ ε/ . Σύµφωνα µε την εξίσωση της

συνέχειας ∇ ⋅ + = ⇒ ∇⋅ + =
r v
j

d

dt
E

d

dt
f fρ

σ
ρ

0 0  ⇒ + = ⇒ =
−σ

ε
ρ

ρ
ρ ρ

σ
ε

o
f

f
f f

o
td

dt
e o0 , όπου 

o
fρ  η

αρχική ( )0=t  πυκνότητα των ελευθέρων φορτίων. Σε ένα τυπικό αγώγιµο υλικό η ειδική

αγωγιµότητα είναι της τάξης του 107 S/m, συνεπώς ο χρόνος αποκατάστασης 
σ
εo  θα είναι της τάξης

του 10-18s.

38. Να δείξετε ότι η περιγραφή ενός µαγνητικού πεδίου ως oxxB
rr

5.0=  [Τ] είναι φυσικώς

απαράδεκτη.

Μια από τις φυσικές ιδιότητες του µαγνητικού πεδίου είναι ότι η ∇ =
r
B 0.  Στη συγκεκριµένη

περίπτωση η ∇ =
∂
∂

+
∂

∂
+
∂
∂

=
r
B

B

x

B

y

B

z
x y z 0 5. , που σηµαίνει ότι η περιγραφή είναι λανθασµένη.

39. Τετραγωνικό συρµάτινο πλαίσιο έχει πλευρές µήκους a  παράλληλα στις διευθύνσεις ox
r

 και

oy
r

. Τη χρονική στιγµή 0=t , µε αρχική ταχύτητα µηδέν, εισάγεται σταδιακά σε οµογενές

µαγνητικό πεδίο ozBB
rr

=  ωθούµενο συνεχώς από σταθερή δύναµη oxFF
rr

= . Εάν η µάζα του

πλαισίου είναι m  και η ηλεκτρική του αντίσταση R , να βρεθεί η χρονική συνάρτηση που

περιγράφει τη µεταβολή της ταχύτητας του πλαισίου έως ότου βρεθεί αυτό εξ'ολοκλήρου µέσα στο

µαγνητικό πεδίο.
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Καθώς το πλαίσιο εισέρχεται µέσα στο µαγνητικό πεδίο αναπτύσσεται σ' αυτό ηλεκτρεγερτική δύναµη

ε υ υ= × ⋅ =∫ ( )
r r r

B dl Ba
C

, όπου oxt
rr

)(υυ =  είναι η ζητούµενη συνάρτηση. Η επικαµπύλιος

ολοκλήρωση πραγµατοποιείται µε φορά αντίθετη των δεικτών του ωρολογίου και δίνει αποτέλεσµα

διάφορο του µηδενός σε µία από τις δύο πλευρές που είναι παράλληλη στη διεύθυνση oy
r

. Για την

άλλη πλευρά θεωρούµε ότι δεν έχει εισέλθει ακόµα µέσα στο µαγνητικό πεδίο ( 0=B ), ενώ για τις

πλευρές που είναι παράλληλες στη διεύθυνση ox
r

 προκύπτει διανυσµατικό αποτέλεσµα µηδέν. Η

ηλεκτρεγερτική δύναµη αναπτύσσεται έως ότου το πλαίσιο βρεθεί εξ'ολοκλήρου µέσα στο µαγνητικό

πεδίο. Σ' αυτό το χρονικό διάστηµα το πλαίσιο διαρρέεται από ηλεκτρικό ρεύµα έντασης

R

B

R
I

αυε
==  και φοράς αυτής των δεικτών του ωρολογίου. Εξ αιτίας του ρεύµατος ασκούνται στο

τµήµα του πλαισίου που βρίσκεται µέσα στο µαγνητικό πεδίου δυνάµεις Laplace, οι οποίες είναι

κάθετες στις πλευρές και έχουν φορά από τις πλευρές προς το κέντρο του πλαισίου. Η δύναµη που

επηρεάζει την κίνηση του πλαισίου είναι αυτή που ασκείται στην πλευρά που είναι παράλληλη της

διεύθυνσης oy
r

 και είναι η 
r r r r r
F Idyy B aIBx

a B

R
xL o

a

o o= − × = − = −∫
0

2 2

υ . Έτσι η συνολική δύναµη που

ασκείται στο πλαίσιο είναι Lt FFF
rrr

+=  και η εξίσωση της κίνησής του υ
υ

R

Ba
F

dt

d
m

22

−= . Από τη

λύση της εξίσωσης αυτής προκύπτει )1()(

22

22

t
mR

Ba

e
Ba

FR
t

−
−=υ .

40. Πηγή laser συχνότητας 1015 Hz και ισχύος 500/6 W εκπέµπει στο κενό δέσµη διαµέτρου 1

mm2. Nα υπολογίσετε την ενεργό τιµή της πυκνότητας του ρεύµατος µετατόπισης.

Η πυκνότητα του ρεύµατος µετατόπισης δίνεται από τη σχέση 
r

r r

j
D

t

E

tD o=
∂
∂

=
∂
∂

ε .  ∆εδοµένου ότι η

ακτινοβολία είναι µονοχρωµατική η ενεργός τιµή της πυκνότητας του ρεύµατος µετατόπισης δίνεται

από τη σχέση rmsoDrms Ej ωε= . Για  τον υπολογισµό της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου

χρησιµοποιείται ο τύπος < >= =S
P

d
E

R
rms

π 2

2

4
 ⇒ = ≈j

PR

d
A mDrms oε ω π

4
102

10 2/ .

41. Ευθύγραµµος αγωγός απείρου µήκους αρχίζει να διαρρέεται κατά τη χρονική στιγµή 0=t
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από ρεύµα σταθερής έντασης I . Να υπολογίσετε συναρτήσει του χρόνου τη µεταβολή της

µαγνητικής επαγωγής σε απόσταση r  από τον αγωγό. Να βρεθεί η τιµή της µαγνητικής επαγωγής

όταν t →∞ και να συγκριθεί µε αυτήν που προκύπτει από τη θεωρία του στατικού µαγνητισµού.

∆ίνεται ότι το 
dx

x a
x x a

2 2

2 2

+
= + +∫ ln( ) και ότι η στροφή ενός διανύσµατος σε κυλινδρικές

συντεταγµένες είναι ∇ × =
∂
∂

−
∂

∂









 +

∂

∂
−
∂
∂









 +

∂
∂

( ) − ∂
∂











r r r r
A

A A

z
e

A

z

A
e A

A
ez z

z

1 1
ρ ϕ ρ ρ ρ

ρ
ϕ

ϕ
ρ

ρ
ϕ ϕ

ρ . Η λύση της

άσκησης αυτής βρίσκεται όσον αφορά τον υπολογισµό του διανυσµατικού δυναµικού στη σελίδα 210

του βιβλίου: z
o e

r

rtcctI
trA

rr
)ln(

2
),(

222 −+
=

π
µ

. Η µαγνητική επαγωγή θα προκύψει από τη σχέση

r r r
B A

I

r ct c t r
eo= ∇ × = +

+ −

µ
π ϕ2
1

1
2 2 2

( ) , όπου για t →∞ 
r r
B

I

r
eo→

µ
π ϕ2

 , δηλ. η µαγνητική επαγωγή

τείνει στην ίδια τιµή που θα προέκυπτε εάν εξετάζαµε το πρόβληµα ανεξαρτήτως του χρόνου

χρησιµοποιώντας τη θεωρία του στατικού µαγνητισµού.

42. Υπάρχουν περιπτώσεις κατά τις οποίες η ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία διαδιδόµενη σε ένα

µέσον έχει ταχύτητα µικρότερη από την ταχύτητα διάδοσης του ήχου;

Τούτο συµβαίνει στους αγωγούς, όπου η ταχύτητα διάδοσης δίνεται από τη σχέση 
µσ
ω

υ
2

= . Εάν

θεωρήσουµε ότι oµµ ≈  και mS /107≈σ  τότε f=υ . Στις χαµηλές συχνότητες, MHzf 1< , η

ταχύτητα διάδοσης της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας sm /103<υ , που είναι µικρότερη από τη

ταχύτητα διάδοσης του ήχου στα µέταλλα.

43. Ένας παρατηρητής παρακολουθεί φορτίο 1nC που αποµακρύνεται ισοταχώς από αυτόν µε

ταχύτητα ox
r

υ . Καταγράφοντας το αριθµητικό δυναµικό που οφείλεται στο φορτίο συµπεραίνει ότι

µεταβάλλεται χρονικά σύµφωνα µε τη σχέση t/1=ϕ  [V]. Να υπολογιστεί η ταχύτητα του

φορτίου.

Χρησιµοποιώντας τη έκφραση Lienard - Wiechert το αριθµητικό δυναµικό εκφράζεται από τη σχέση

rr

q

o

rr
′⋅−′

=
βπε

ϕ
1

4
, όπου oxtr

rr
′−=′ υ , ox

c

rr υ
β =  και 

c

t
tt

c
t

c

r
tt

υ
υ

+
=′⇒′−=

′
−=′

1
. Άρα
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t

q

ct

q

oo υπευυπε
ϕ

1

4)1(

1

4
=

+′
=  και sm

q

o

/91
1

4
=⇒= υ

υπε
.

44. Ένα ηλεκτροµαγνητικό κύµα, του οποίου η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου περιγράφεται από

τη σχέση oo xztEE
rr

)cos( βω −= , προσπίπτει σε ένα σωµατίδιο µε µάζα m  και φορτίο q , που

βρίσκεται, κατά τη χρονική στιγµή 0=t , ακίνητο στην αρχή του συστήµατος συντεταγµένων.

Θεωρώντας την επίδραση της δύναµης Laplace αµελητέα να προσδιορίσετε (α) τη σχέση που

περιγράφει την κίνηση του σωµατιδίου και (β) την ηλεκτροµαγνητική ισχύ που εκπέµπεται από το

σωµατίδιο.

(α) Η διαφορική εξίσωση που περιγράφει την κίνηση του φορτίου είναι η )cos(
2

2

tqE
dt

xd
m o ω= .

Λύνοντας τη εξίσωση και λαµβάνοντας υπόψη τις αρχικές συνθήκες προκύπτει ότι η ταχύτητα του

σωµατιδίου o
o xt

m

qE rr
)sin(ω

ω
υ = και η θέση του φορτίου δίνεται από τις σχέσεις

)]cos(1[
2

t
m

qE
x o ω

ω
−= , 0=y  και 0=z .

(β) ∆εδοµένου ότι επιτάχυνση του σωµατιδίου o
o xt

m

qE
a

rr
)cos(ω= , σύµφωνα µε τη σχέση 7-30 ή 7-45

του βιβλίου (τύπος του Larmor) η µέση τιµή της εκπεµπόµενης από το σωµατίδιο ισχύος

P
q E

m c
o

o

=
4 2

2 312πε
 [W].

45. Ένας επίπεδος πυκνωτής βρίσκεται φορτισµένος κατά τη χρονική στιγµή 0=t  µε φορτίο

oQ± . Μεταξύ των οπλισµών του πυκνωτή υπάρχει διηλεκτρικό υλικό µε ηλεκτρική επιτρεπτότητα

ε  και ηλεκτρική αγωγιµότητα σ . Θεωρώντας δεδοµένο ότι κατά την εκφόρτιση του πυκνωτή

( 0>t ) δεν δηµιουργείται µαγνητικό πεδίο, να δείξετε συναρτήσει του χρόνου, ότι ισχύει η αρχή

διατήρησης της ενέργειας (θεώρηµα Poynting) στον χώρο µεταξύ των οπλισµών του πυκνωτή.

Η αρχή διατήρησης της ενέργειας (θεώρηµα Poynting) εκφράζεται από την εξίσωση

0=⋅+
∂
∂

+⋅∇ EJ
t

u
S

rrr
. ∆εδοµένου ότι κατά την διάρκεια της εκφόρτισης δεν δηµιουργείται µαγνητικό

πεδίο στο χώρο µεταξύ των οπλισµών του πυκνωτή, 0=S
r

 και 
2

2E
u

ε
= . Στον επίπεδο πυκνωτή το
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µέτρο της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου 
A

Q
E

ε
1

=
r

, όπου A  η επιφάνεια των οπλισµών. Η

πυκνότητα ρεύµατος EJ
rr

σ= . Τόσο η ένταση όσο και η πυκνότητα του ρεύµατος έχουν διεύθυνση

κάθετη στους οπλισµούς του πυκνωτή και φορά από τον θετικό στον αρνητικό οπλισµό.

Χρησιµοποιώντας την αρχή διατήρησης του φορτίου (ολοκληρώνοντας δηλ. την εξίσωση της

συνέχειας του φορτίου πάνω σε µία κλειστή επιφάνεια που περιλαµβάνει µόνο τον ένα οπλισµό του

πυκνωτή) προκύπτει η εξίσωση 
t

oeQQ
dt

dQ
Q

dt

dQ
AJ ε

σ

ε
σ −

=⇒=+⇒=+ 00
r

 και 
t

o e
A

Q
E ε

σ

ε

−
=

1r
.

Άρα 0
2

22

22

22

2
2

=+−=+
∂

∂
=⋅+

∂
∂ −− t

o
t

o e
A

Q
e

A

Q
E

t

E
EEJ

t

u ε

σ

ε

σ

ε
σ

ε
σ

σε
r

r
rrr

.

46. Ένα φορτίο q  κινείται στο κενό µε σταθερή ταχύτητα υ
r

. Κάποια χρονική στιγµή προσπίπτει

στο φορτίο ένα επίπεδο ηλεκτροµαγνητικό κύµα, η διεύθυνση και φορά διάδοσης του οποίου

συµπίπτει µε αυτήν της ταχύτητας υ
r

. Να δείξετε ότι η δύναµη που ασκείται στο φορτίο εκείνη τη

χρονική στιγµή τείνει στο µηδέν, όταν η ταχύτητα υ
r

 τείνει στην ταχύτητα του φωτός.

Η δύναµη που ασκείται στο φορτίο είναι φυσικά η δύναµη Lorenz BqEqF
rrrr

×+= υ , το µέτρο της

οποίας κατά τη στιγµή της πρόσπτωσης είναι ίσο µε )1(
c

qEBqqEF
υ

υ −=−= . Από την τελευταία

σχέση προκύπτει το ζητούµενο.

47. Ένα φορτίο q  κινείται µε ταχύτητα υ
r

 παράλληλα σε έναν ευθύγραµµο αγωγό απεριόριστου

θεωρητικά µήκους.  Ο αγωγός είναι αφόρτιστος αλλά διαρρέεται από ρεύµα, δεδοµένου ότι τα

φορτία της αγωγιµότητάς του, τα οποία έχουν πυκνότητα ρ , κινούνται µε ταχύτητα υ
r

 ίδια µε

αυτήν του φορτίου q .  Να αναφέρετε το είδος της δύναµης που ασκείται µεταξύ του φορτίου q  και

του αγωγού (α) στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς του αγωγού και (β) στο αδρανειακό σύστηµα

αναφοράς του φορτίου q .

q

E

B

k υ
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Στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς του αγωγού η δύναµη που ασκείται µεταξύ του κινούµενου

φορτίου και του αγωγού είναι µαγνητοστατική (δύναµη µεταξύ ρευµάτων, δύναµη Laplace) και είναι

ελκτική στην περίπτωση που το φορτίο q  και η πυκνότητα των φορτίων αγωγιµότητας ρ  είναι

οµόσηµες ποσότητες (παράλληλα ρεύµατα). Εφόσον διαχωρίζουµε τα φορτία αγωγιµότητας από τα

υπόλοιπα ακίνητα φορτία του αγωγού, τότε ορίζοντας την πυκνότητα των τελευταίων ως bρ  ισχύει

0=+ bρρ , δεδοµένου ότι ο αγωγός είναι αφόρτιστος. Για τις δύο κατηγορίες των φορτίων ορίζονται

και οι αντίστοιχες πυκνότητες ρεύµατος, δηλ. για τα φορτία αγωγιµότητας ρυ=j  και 0=bj .

Στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς του φορτίου, το φορτίο είναι προφανώς ακίνητο και η δύναµη

που ασκείται µεταξύ αυτού και του αγωγού αποκλείεται να χαρακτηριστεί ως µαγνητοστατική. Η

ποσότητα του φορτίου q  παραµένει αµετάβλητη σε όλα τα αδρανειακά συστήµατα, δεν ισχύει όµως το

ίδιο και για τον αγωγό. Χρησιµοποιώντας  τους µετασχηµατισµούς της πυκνότητας του φορτίου που

προτείνει η ειδική θεωρία της σχετικότητας προκύπτει για τα χαρακτηρισµένα (στο προηγούµενο

σύστηµα αναφοράς) ως φορτία αγωγιµότητας ότι 
γ
ρυ

γρ
υ

ργρ =−=−=′ )1()(
2

2

2 c
j

c
 και για τα

χαρακτηρισµένα ως ακίνητα φορτία ότι γρ
υ

ργρ −=−=′ )(
2 bbb j

c
, όπου 

2211 cυγ −= .

Προσθέτοντας τις δύο πυκνότητες φορτίου προκύπτει ότι 2

2

cb

υ
γ
ρ

γρ
γ
ρ

ρρ −=−=′+′ , δηλ. ότι ο

αγωγός είναι φορτισµένος. Συνεπώς µεταξύ φορτίου και αγωγού ασκείται ηλεκτροστατική δύναµη

(δύναµη Coulomb), η οποία είναι ελκτική στην περίπτωση που το φορτίο q  και η πυκνότητα των

φορτίων αγωγιµότητας ρ  είναι οµόσηµες ποσότητες (ετερώνυµα φορτία).

48. Ευθύγραµµος αγωγός απείρου θεωρητικά µήκους είναι οµοιόµορφα φορτισµένος και

ταυτόχρονα διαρρέεται από ηλεκτρικό ρεύµα. Η γραµµική πυκνότητα του φορτίου είναι ίση µε λ

και η ένταση του ρεύµατος ίση µε I . Σε κάποια απόσταση από τον αγωγό κινείται ισοταχώς(!) και

παράλληλα(!) προς αυτόν ένα σηµειακό οµώνυµο φορτίο.

α) Πόση πρέπει να είναι η ταχύτητα του σηµειακού φορτίου ώστε να λαµβάνει χώρα το φαινόµενο

αυτό;

β) Πώς αντιλαµβάνεται το φαινόµενο ένας παρατηρητής που βρίσκεται στο σύστηµα αναφοράς του

σηµειακού φορτίου;

α) Χρησιµοποιώντας τον νόµο του Gauss και τον νόµο του Ampere προκύπτει εύκολα σε
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κυλινδρικές συντεταγµένες ότι το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο που δηµιουργεί ο αγωγός περιγράφεται από
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β) Στο σύστηµα αναφοράς του σηµειακού φορτίου ο αγωγός έχει πυκνότητα φορτίου

)(
2

j
c

υ
ργρ −=′ , όπου ρ  και j  η πυκνότητα φορτίου και ρεύµατος αντίστοιχα στο σύστηµα

αναφοράς του αγωγού. Επειδή η διατοµή του αγωγού S  είναι η ίδια και στα δύο συστήµατα

αναφοράς η γραµµική πυκνότητα φορτίου του αγωγού στο σύστηµα αναφοράς του φορτίου
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ργρλ . Συνεπώς ο παρατηρητής επειδή βλέπει το σηµειακό

φορτίο ακίνητο, υποθέτει ότι δεν υφίσταται ηλεκτρικό πεδίο στον χώρο (το µαγνητικό πεδίο δεν ασκεί

δύναµη σε ακίνητα φορτία)  και  πολύ σωστά θεωρεί τον αγωγό αφόρτιστο.

49. Σε έναν ευθύγραµµο αγωγό απεριόριστου θεωρητικά µήκους εµφανίζεται ταυτόχρονα σε όλο

το µήκος του ριπή ρεύµατος  . Να υπολογιστεί το διανυσµατικό δυναµικό.

Το διανυσµατικό δυναµικό στο σηµείο P είναι ∫
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